TRANSFORMATION DE FOURIER

1 Cas des fonctions L!

1.1 Une dimension

~

p
i} DEFINITION 1.1 : Transformée de FOURIER dans R

Soit f € LY(R) alors transformée de FOURIER (T.F.), notée ]? ou Z f, est une fonction de R dans C

deéfinie par:
~ 1 .
&)= —J (x)e € dx
- J
c T D
@ PROPRIETE 1.1:
Voici quelques propriétés immédiates :
0 feL'(R)=>x—> f(x)e ¢ € L'(R)
O On ramarque que f est bornée :
~ 1
7| < =l
\ J

1.2 N dimensions

( )
¢ DEFINITION 1.2 : Transformée de FOURIER dans RY
Soit £ € L'(RN) alors transformée de FOURIER (T.F.), notée ]? ou Z f, est une fonction de RN dans CV
definie par:
~ 1 .
VEEeRY, f(&)= J f(x)e™< dx
QN2 Jr¥

oux-&=3N"1xE.

N = J

g
@ PROPRIETE 1.2 :

L34 aussti :

~ 1
o < — Wl

- J

Remarque :

O 1l existe d’auntres définitions, par exemple :
fl©)= | swee ax
R

O On définit de la méme maniére la TE. conjuguée :

Vel (RY), Zf =

i€ g
X X
R RNf( )e



O Si f est a variables séparables :

N

flx)= Hfi(xi>
=1

Alors :

~ N ~

fO=TTH&
=1

2 Le théoréeme de RIEMANN-LEBESGUE

| THEOREME 2.1 : RIEMANN-LEBESGUE

| Soit f € L' (R™). Alors f est une fonction continue et qui tend vers 0 a 'infini.

A

FIG. 1 - Représentation d’une fonction f, de x — f(x)cos(x&) et de la partie réelle de la fonction de fourier

a & fixe

x Exemple : On calcule la transformée de FOURIER de f : x —> y[_, ,j(x) pour a donné.

—a,a]

Ao Esin(aé’)
fo=y 225

- [ est € alors que f n’est pas continue.

- f n’est pas intégrable.



3 Régularite de la transformee

3.1 Définitions

.
¢ DEFINITION 3.3 : Décroissance rapide

On dira que f est a décroissance rapide si, et seulement si :

VaeRN, x*f ——0

|x|—o00

3.2 Une dimension

(7 R
| THEOREME 3.2 : |

Soit f € L1(R). Si, pour tout x €R, x — xf € L' (R) alors ]?E G(R)et:

df . —
E(f) =(=ix)f ()
De méme, si x”f € L' (R) alors ]?E 6"(R)et:
drf o
()= f @)
o J
3.3 n dimensions

| THEOREME 3.3 : |

Soit £ € LY(R™). Si, pour tout x € R” et pour tout @ € R”, |a| < n, x — x%f € L'(R") alors
f€e€"R):

.
oux®=[[" . x".
1=1""1




4 Régularité de la fonction initiale

4.1 Translation

D

4.2 Fonction f)

D

5 Exemples

O Soit f(x) = e™*'12 alors ]? (£) = e¢"/2. GrAce aux propriétés ci-dessus on obtient pour 7,f;(x) =
E—Az(x—a)z/Z (/1 = R+) .

—_— 1 .
T (&)= 16_52/2/12_1116



6 Convolution

Rappel :si f € L'(R) et g € LY(R) alors f * g € LY(R).
En application du théoréme de FUBINI, on obtient :

T
| THEOREME 6.6 : Convolution |
Soit f € L'(R) et g € LY(R) alors :

frg=+v2rfg

De méme en dimension N :

frg=V2r [3

7 ‘Transformée de FOURIER des distributions
7.1 Lespace de SCHWARZ #(RY) et I’espace des distributions tempérées #'(R")

On a cherché 4 définir un espace de fonction test (RV) tel que :

PRN)c SRY) (= S'RN)c Z'(RN))
{ FZ(SRY)cLRY) (= F(2RY) cSRY))



g
v DEFINITION 7.4 : L'espace de SCHWARZ
L’espace de SCHWARZ est défini :

FRN)= {go, @€ €°RN)et V(a, B) e (RN)?, x“é’ﬂgo —_— O}

|x| =00

(. J

@ PROPRIETE 7.5 :

O Despace & (R”) est complet.
O Lespace Z(R”) est dense dans . (R”).

(@ PROPRIETE 7.6 : )
Soit ¢ € S/ (RN).
O YaeRYN, d%p e S(RN)
O Pour toute fonction polynomiale g sur RY, gp € & (RYN)
0 geSRN)
0 La T.F. est continue de & (RN) dans & (RN).
. J
N

g
¢ DEFINITION 7.5 : Distributions tempérées

Lespace #/(RN) des distributions tempérées est le dual de #(RY). Autrement dit, une forme linéaire
T sur & (RN) est une distribution tempérées si, et seulement si :

AC >0, In €N, Vo € S(RN), (T, 9)| < C sup sup
|a|<7o xeRN
18170

(o)

S J

En pratique, on prend T € /(RV) et on veut savoir si ¢’est une distribution tempérée. Alors on montre que
la continuité est vrai pour tout ¢ € Z(RN) et par densité, T se prolonge 3 & (RY).

(@ PROPRIETE 7.7 :

Soit 7 € &'(RN).
O VaeRN, 99T € #'(RN), Vo € #(RN), (92T, 9) = (=) T, 9%9)
O Pour toute fonction polynémiale ¢, g7 € &/(RY)

(U J

Remarque :
2(R"YCc S(R") et S'(R")CP'(R")

Attention : Le produit d’une distribution tempérée et d’une fonction € n’est pas forcément une distribution
tempérée !



Preuve 1 : On se limite a al dimension 1...
. 1

Soitf €L, ,etpES

Ona:

=1/, 9)l= \ [ reroas

I< CJR(1+|x|m)go(x)dx

1+|x|?
1+[x

En multipliant par on obtient que :

1
1<c f - dx sup(1+ <Y1+ ] [p(x)
R1+ x| R



7.2 La transformée de FOURIER des distributions tempérées

5¢ DEFINITION 7.6 :
Soit T € &/(R"), on définit Te '(R") par :

Voes®"), (T.p)=(T.9)

.

(@ PROPRIETE 7.9 :
Soit T € /(R"),on a:
0
F(3%T)=(iE)2.Z(T)
|
2°F(T) = F ((ix)*T)
N\ J
(7 ™
THEOREME 7.7 : Formule de réciprocité

Soit T € /(R"), alors : .

F(FT)=T
La transformation de FOURIER réalise donc une bijection de .#/(R") dans lui-méme car elle réalise une
bijection de . dans lui-méme dont I'inverse de la transformation conjuguée Z est définie par :
1

J P(x)eE dv=F(p)(=€)

- J

7.3 Convolution des transformées de FOURIER des distributions tempérées

( a
|THEOREME 7.8: Convolution|

Soit une distribution tempérées T et U € &/(R") & support compact. Alors :

F(T «U)=Q2nr)"*Z(T)F(U)

(& J

7.4 Résultats
O Z(1)=Q2r)"?8

0 9(3):3:(271_)”/2
0 #oe8)= )
(2%)"/2




O Soit T € ' (R") eta € R". Alors :
et

ou l’on rappelle que

D)

8 Equation de LAPLACE
On recherche ici la solution appelée fonction de GREEN G :

AG=S

9 Formules de GREEN

Soit Q2 un ensemble régulier 2 € R”, on note I' = N et n la normale unitaire extérieur aT.
Siue€6H Q) etve GH(N). Alors:

du
J(Au)’u:—JVu-V'0+J —0
0 Q 20dn

ou— =Vu-n.

In



