TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS
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Définitions fondamentales

1.1 Normes et distances

g
1} DEFINITION 1.1 : Norme

Soit E un espace-vectoriel sur K et p une application de £ dans R™. p est une norme si, et seulement si :
O VxeE, VAeR, p(Ax)=|A| p(x)

O V(x,y) € E? p(x+y) < p(x)+p(y)
O VxeE, p(x)=0=>x=0
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x Exemple : Soit 6°([0,1]) I’espace-vectoriel des fonctions continues sur [0, 1].
On a les normes suivantes :
= [flle= sup 1f(x)l
x€[0,1]
1
-l = | wlas
0
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s¢ DEFINITION 1.2 : Espace-vectoriel normé
| Un K-espace vectoriel E est dit normé lorsqu’il est muni d’une norme.
~
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¢ DEFINITION 1.3 : Comparaison des normes

Soient N; et N,, deux normes sur E un espace-vectoriel . On dit que N; est dominée par N, si, et
seulement si :

Jk eRY, Vx € E, Ni(x) < kN,(x).

Equivalence des normes :
Les normes N, et N, sont dites équivalentes si et seulement s’il existe deux nombres réels A et B stricte-
ment positifs tels que les deux majorations suivantes soient vérifiées.

Vx€eE AN;(x)<N,(x)<BN(x)

On note alors N; ~ N,. y

Ve Ve . . . l
Remarque : Dans le cas général, si (., .) est un produit scalaive, N : x — (x, x)2 est une norme, avec de plus :

N(x)= sup [(x,y)]
N(y)<1

x Exemple :
Sur 6°([0,1]), les normes ||.||; et ||.||,.., ne sont pas equivalentes.
En effet s’il est évident que :

1
VF e € ([0 1]), If1l, = f F@de < sup 1FO1=1f ]l

te[0,1]



On ne peut pas trouver C tel que

Vf e ([0,10), IIf o < I,

.
i} DEFINITION 1.4 : Distance associée a une norme

Soit .4 une norme sur E un espace,-vectoriel, normé, on appelle distance associée a N I'application
d : E x E —> [0, +oo[ définie par:
d(x,y)=N(y —x)
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(® PROPRIETE 1.1 :

Les propriétés suivantes sont des conséquences immédiates de la définition :
O Y(x,y) € E?, d(x,y) =04 x =y : axiome de séparation
av
ov
ov
ov

x,y) € E2, d(x,y) =d(y,x) : axiome de symétrie

x,9,z) € E>, d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) : inégalité triangulaire
a,%,9) € E®, d(x +a,y +a)=d(x,y) : invariance par translation
A, x,9) €K x E2, d(Ax, ly) =|Ald(x,y) : homogénéité
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2 Les normes fondamentales sur K”
2.1 Lanorme ./
On définic A telle que :
Vx=(x,...,x,) €K, A (x)=

2.2 Lanorme A, euclidienne

On définie A; telle que :

Vx:(xl,...,xn)EK", Ny(x)= Z

2.3 Lanorme ./

On définie A telle que :
V= (xq,...,x,) €K”, A (x)= sup |1
j€ltn]

3 Les normes fondamentales sur 6 ([, 5])

3.1 Lanorme de la convergence en moyenne

On définie M
b
Vf € 6([a, b]), H(f) =J £ () de




3.2 La norme de la convergence en moyenne quadratique

On définie A, :

b
Vf € 6 ([, b)), M) = j ()P dr

3.3 La norme de la convergence uniforme

On définie A :

Vi e6(a, b]), Mo(f)= WP /()]

4 Autour de 'ouvert...

4.1 Boules

( . , )\
i} DEFINITION 4.5 : Boule ouverte-fermée

Soit £ un espace-vectoriel normé , a € E, et r € R} On appelle respectivement boule ouverte, boule
fermée et sphere de centre a et de rayon 7 les ensembles :

Bya,r)={x€E[||x—ally<r}
Br(a,r)= {x EE/HX —allp < ”}
S(a,r)={x€E||lx—allp=7r}




4.2 Vosinages, ouverts, fermés

¢ DEFINITION 4.6 : Voisinage

On appelle voisinage de a € (E,||.||) toute partie V de E qui contient une boule de centre 2. On note
Ve |1I,)(@) Uensemble des voisinages de 4.

r@ PROPRIETE 4.2 : ]
Dans (E,||.|| ) un espace-vectoriel normé , on a:
O VYa€E,VreR}, B,(a,7) € Vi(a) et Br(a,7) € Vi(a)
O Toute union de voisinage de a4 est un voisinage de a.
O Toute intersection finie de voisinage de a en est un voisinage.
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¢ DEFINITION 4.7 : Partie ouverte
Une partie 2 C E est dite onverte pour la norme ||.||; si 2 est un voisinage de chacun de ses points,

c’est-a-dire :
Vxe, Ir eR,, B(x,r)CQ
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@0 PROPRIETE 4.3 :
O @, E et les boules ouvertes sont des ouverts.
O Toute union d’ouverts est un ouvert.
O Une intersection finie d’ouvert est un ouvert.
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* Exemple :
Voici un exemple qui justifie (en partie) le troisieme item de la propriété ci-dessus :
11
EEE
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i} DEFINITION 4.8 : Partie ferméé

| Ondit que F C E est une partie fermée si son complémentaire [ F est ouvert.

Remarque : Cette définition est équivalente a :
Soit F C E, E un espace-vectoriel , si F est fermé, alors pour suite (x,,),en € F” convergente vers x € E, x
appartient a F.



i} DEFINITION 4.9 : Intérieur

| On appelle intérienr d’un ensemble A le plus grand ouvert inclu dans A. Lintérieur de A est noté A.

i} DEFINITION 4.10 : Adhérence

| On appelle adhérence de A le plus petit fermé contenant A. Ladhérence de A est noté A.

x Exemple :
O Lintérieur de [0, 1] est ]O, 1[.
0 L’adhérence de ]0, 1] est [0, 1].

*
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¢ DEFINITION 4.11 : Densite
Un ensemble A est dense dans un espace-vectoriel £ siA=E.
Ceci est équivalant a :
Vx €E, I(x,),en CA, n1—1>r-ir-looxn =x
(. J

Remarque : La notion de limite ci-dessus est relative a la norme de E, en effet si I'on considére les espaces-
vectoriels normés 61([0, 1]) et €°([0, 1]) munis respectivement des normes :

O ||x|lgt= sup |#(x)|+ sup |14/(x)|
x€[0,1] x€[0,1]

O lx[lge = sup |u(x)|
x€[0,1]

61([0, 1]) est dense dans €°([0, 1]) pour la norme de 6°.

5 Continuité

On considere dans cette section une application f de (£, ||.||z) — (F,||.||)

.
¢ DEFINITION 5.12 : Continuité simple

f est continue sur E si, et seulement si :

Vxo €E, Ve R, IneR, [lx —xollp <7 =1/ (x) = F(xo)llr <¢
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Remarque : I faut noté qu’ici n dépend de x et <.

p
ﬁj} DEFINITION 5.13 : Uniforme continuité

f est uniformément continue sur E si, et seulement si :

VeeR’, IneR’, Y(x,y) € E2 |lx —ylls <n=If ()= fO)llr <e
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Remarque : Ici, 7 ne dépend plus que de ¢.



5.1 Applications particulieres

5.2 Applications lipschitziennes

¢ DEFINITION 5.14 : Applications lipschiziennes

Soit une application f : E — F. Soit A€ R” . L'application f est A-lipschitzienne si :

V(x,) € E% IIf (x) = fO)lr < llx =l

Si A< 1on dit que f est contractante.

@ PROPRIETE 5.4 : Continuité et applications lipschitzienne

| Toute application lipschitzienne est emcontinue.

5.3 Applications linéaires

.
@ PROPRIETE 5.5 : Continuité et applications linéaires

Soit f une application linéaire de E dans F. f est continue sur E si, et seulement si :

Vx €, 3e >0, [f (0l <cllxll;

6 Compacts

5¢ DEFINITION 6.15 : Compact

Un espace-vectoriel normé K est compact si, et seulement si de toute suite (x,,), x> On peut trouver une
fonction ¢ : N'— N croissante telle que la suite extraite (x,,),en converge vers x € K

@ PROPRIETE 6.6 : Fermé Borné

Attention : Les fermés-bornés ne sont pas toujours compacts sauf en dimension finie.

| Un espace compact est un fermé borné.




7 Suite de CAUCHY

¢ DEFINITION 7.16 : Suite convergente (rappel)

Soit (E, ||.||z) un K-espace-vectoriel normé. La suite (x,,),on € E™ converge vers £ € E si, et seulement
si:

VeeR,,INEN, n>N=||x, — | <e
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1} DEFINITION 7.17 : Suites de CAUCHY

Soit (E,]|.|| ;) un espace-vectoriel norme , (x,,) € E est une suite de CAUCHY si :

Ve>0,IN>0,(m=Netn=N)= ||x,, —x,|lz <¢

Remarque : Toute suite convergente est de CAUCHY. Attention la réciproque est fausse.

8 Espaces Complets

¢ DEFINITION 8.18 : Complétude

| Soit (E,||.]|z) un espace-vectoriel normé . (E,||.|| ;) est complet si toute suite de CAUCHY converge.




