Théorie générale des équation différen-
tielles

On s’intéresse ici a la théorie des équation différentielles autonome de la forme :
x'(8) = f (x(t))

Les données :

© un ensemble ouvert 2 € R"

® une application continue f : 2 — R", une telle apllication est appelée un champ de vecteurs.
La solution :

O [ est un intervalle de R

® x(.) prend ses valeurs dans Q, x(I) C Q

® pourtoutt €l, x'(t) = f(x(t))

Une solution est donc un couple (x(.),I).
Remarque : L'étude des systémes non autonomes peut se ramener a celle des systéme autonomes en ajoutant

une dimension.

1 Existence et unicité

6% Théoréme : de Cauchy-Lipschitz

Soit f de classe €' sur Q. Alors, pour tout point x, € Q et tout t, € R, il existe 5 > 0 tel que le
systéme :
x'(t x(t
(0 = f&©) W
x(ty) = Xo

posséde une unique solution définie sur Jt, — &, t,+ 6.

1.1 Hypotheses plus faible sur f

La conclusionn du théoréme de CaucHY-LipscHITZ reste valable pour une fonction f localement lipschit-
zienne, et en particulier, elle est valable si f est globalement lipschitzienne.

2 Solutions maximales

Définition

On dit qu’une solution x(.) : I — Q de (1) est une solution maximale si elle n’a pas de prolongement
% a un intervalle strictement plus grand, c’est-a-dire si elle n’est pas la restriction a I d’une solution définie

sur un intervalle I’ plus grand.

Propriété :
Si x(.) et y(.) sont deux solutions de (1) de I dans Q (définies sur tout I) qui coincident en un point
to € I, alors elles sont égales.

6% Théoréme :

Pour toute donnée initiale (t,, x,) € Rx €, il existe une unique solution maximale x(.) : Jt_, t [ —
Q de (1) satisfaisant x(t,) = x,. Tout autre solution satisfaisant cette condition initiale est une
restriction de x(.) a un sous-instervalle de J¢_, t_[.



3 Durée de vie

() Propriété :
Soit x(.) : Jt_, t. [ — © une solution maximale de (1). Si ¢, < +oo [resp. t_ < —o0], alors x(t) sort
de tout compact contenu dans 2 quand t tend vers +o0o [resp. —o0].

@Propriété :
Si toutes les valeurs d’une solution maximale x(.) sont contenues dans un compact inclu dans 2, alors
x(.) est définie sur tout R.

4 Champs de vecteurs complets

Définition
On dit que le champ de vecteur f : 2 € R" — R" est complet si toute solution maximale est définie
sur R tout entier.

5 Flots, portraits de phase

Remarque : Les solutions de (1) sont invariantes par translation du temps, si x(.) est solution x(t, + .)
aussi.

(8 Propriété :
Soit x(.) : ]t_, t,.[ — Q une solution maximale de (1) et t, € R. Alors X : t — x(t + t,), définie sur
Jt_ —ty, t, — to[ est également une solution maximale.

On remarque donc que le temps n’a pas de role intrinséque ici.

55 Définition
Pour un point x € §, on définit 'application ¢(.,x) comme la solution maximale de (1) valant x en
t=0,etl, =]t_, t,[ son intervalle de définition. ¢ (., x) est la solution du systéme :

a¢(t,x)
2 f(¢(t,x))

¢(0,x) = X

Lapplication (t,x) — ¢ (t,x) est appelée le flot du champ de vecteur f.

(@ Propriété : formule du flot
Sityel, ett, e Iy, (x) alors t; +t, €1, et:

berae, = P, (0,(0))

En particulier, si t € I,,
¢—t (¢t(x)) =X

Remarque : Si f est un champ complet sur Q, I, = R pour tout x € (, alors pour touts,t €R:

o¢to¢s=¢t+s e¢0=Id
® ¢ o =1d 0 P=fog.



5.1 Orbites et portraits de phase

Définition
On appelle orbite d'un point x, € Q2 'ensemble :

ﬁxo = {¢t(x0)/t € Ixo}

Autrement dit, 'orbite de x, est la courbe tracée sur R" par la solution maximale de I'équation (1)
passant par xg en t =0.

6 Linéarisation et perturbation du flot

@Théoréme :

Soit x(.) une solution de I'’équation (1) définie sur un intervalle [a, b] contenant O. Il existe alors un
vosinage ¥ C Q de v, = Xx(0) tel que, pour tout v € ¥, '’équation (1) admet une unique solution
x,(.) définie sur [a, b] et vérifiant x,(0) = v.

De plus, I'application v — x,(.) est de classe 6! sur ¥ et sa différentielle en v, est lapplication qui
a Av associe la solution de

{y/(t) = Df (x(t))-y(t) tela b]

y(0) = Av

6.1 Domaine de définition du flot

() Propriété :
Le flot est défini sur un ouvert 2 de R x Q. En particulier, s (t,v,) € 2, alors 'application ¢, est définie
sur un voisinage de vj.

6.2 Dépendance continue

Les solution de (1) dépendent de fagon continue de leur condition initiale

6.3 Equation linéarisée
Définition
Soit ¥(.) : [a, b] — Q C R" une solution de (1). Uéquation linéaire dans R"
y'(®)=Df (x(t))-¥(y), te€la,b]
est appelée équation linéarisée de (1) autour de x(.).

(@) Propriété :

Soient v, € Q et t € R. L'application ¢, est de classe €' sur un voisinage de ¥ de v, et
D¢t(v0) = R(t: 0):
ol R est la résolvante de I'équation linéarisée

¥'()=Df(¢,(vo)) - y(s), s<[0,t].




