ESPACE DE SOBOLEV

1 Définition

g
¢ DEFINITION 1.1:
Soit s € R. On définit ’espace de SOBOLEV H*(R”) par :

s/2

H°'(R")= {14 € y/(R”)/ (1+1€) "7 GLZ(R”)}

-

(@ PROPRIETE 1.1 :
On remarque que :
O s=0:H(R")=L*R").
O Pours>r¢: H*(R")C H'(R")

-

1.1 Cas particulier de H'

4 a
¢ DEFINITION 1.2 :
On définit de la méme fagon H'(R”) :

1/2

H'\R")= {14 = V/(R”)/ (1+16P) ae LZ(R”)}
Mais une seconde définition est équivalente :

H'R") = {n e AR")|Vu e (L’RM)"}

g

2 Espace de HILBERT

2.1 Produit scalaire sur H°*

( . . .
@ PROPRIETE 2.2 : Produit scalaire

On munit H*(R”) du produit scalire :

La norme est donc :

ol = | (1+IED 1R o

V90 € HP R X YR, (o9l = | (1+IE1) (€15




2.1.1 Dans H!

D

Preuve 1 : Montrons que H'(Q) est un HILBERT.
Soit (n,)) € H'(Q2) une suite de CAUCHY.
Alors :
Ve>0,dng €N, n,p>ny=>

u,—u Se
")
Ceci est équivalent a :

2
ny,—,

n 2 . . . . . .
- sont donc de CAUCHY dans L*() qui est complet. Ainsi, il exite : u, g;,... gy €

)+ ”Vun Vau,

Le¢
LX(Q Q)

. du, du
Les suites u,,, e D

L*(Q) tels que :

el dans L*(Q)

Ity dans L2(Q)
St g dans ()

du,

Montrons alors que T = 8is soitp € () :

du do
(g—i, @)= (u, 5’_xi)
par continuité du produit scalaire
, do
== lim (e 50
~ Jim (52 )
n—+oo ' Jx,

=(gi>9)



¢ DEFINITION 2.3 : Ho1
On définit ;

induite de H'(£2).

Hy () = 2(Q)510

H! est donc par contruction un fermé de HY(), et donc H(™ome ga) est complet pour la norme
0 p 0 8 plet p

J

3 Théorémes

k3

| THEOREME 3.1: |

| Pourtout s €R, H*(R") est un espace de HILBERT.

THEOREME 3.2 : Injection de SOBOLEV

n
Sis>§+malors:

H'(R")C 6™ (R")

THEOREME 3.3 : Densité de Z(R”)

2(R") est dense dans H*(R").




