
ESPACE DE SOBOLEV

1 Définition

DÉFINITION 1.1 :

Soit s ∈R. On définit l’espace de SOBOLEV H s (Rn) par :

H s (Rn) =
§

u ∈S ′(Rn)
Á�

1+ |ξ |2
�s/2bu ∈ L2(Rn)
ª

PROPRIÉTÉ 1.1 :

On remarque que :

➊ s = 0 : H 0(Rn) = L2(Rn).

➋ Pour s > t : H s (Rn)⊂H t (Rn)

1.1 Cas particulier de H 1

DÉFINITION 1.2 :

On définit de la même façon H 1(Rn) :

H 1(Rn) =
§

u ∈S ′(Rn)
Á�

1+ |ξ |2
�1/2bu ∈ L2(Rn)
ª

Mais une seconde définition est équivalente :

H 1(Rn) =
¦

u ∈ L2(Rn)
À
∇u ∈
�

L2(Rn)
�n©

2 Espace de HILBERT

2.1 Produit scalaire sur H s

PROPRIÉTÉ 2.2 : Produit scalaire

On munit H s (Rn) du produit scalire :

∀(u , v) ∈H s (Rn)×H s (Rn), (u , v)H s (Rn) =

∫

Rn
(1+ |ξ |)s bu(ξ )bv dξ

La norme est donc :

‖u‖H s (Rn) =

∫

Rn
(1+ |ξ |)s |bu(ξ )|2 dξ
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2.1.1 Dans H 1

PROPRIÉTÉ 2.3 :

On vérifie que :

∀(u , v) ∈ H 1(Rn)×H 1(Rn), (, v)H 1(Rn ) =

∫

Rn
(u(x)v(x)+∇u(x)∇v(x)) dx

Ainsi :

‖u‖H 1(Rn ) =

∫

Rn
|u |2+ |∇u |2

PROPRIÉTÉ 2.4 : en dimension 1

En dimension 1, on a :
H 1(Ω)⊂C 0(Ω)

où Ω⊂R. De plus H 1 est un HILBERT.

Preuve 1 : Montrons que H 1(Ω) est un HILBERT.
Soit (un) ∈H 1(Ω) une suite de CAUCHY.
Alors :

∀ε > 0, ∃n0 ∈N, n, p > n0⇒



un − up





H 1(Ω)
¶ ε

Ceci est équivalent à :



un − up





L2(Ω)

+



∇un · ∇up





L2(Ω)
¶ ε2

Les suites un , ∂ un

∂ x1
. . . ∂ un

∂ xN
sont donc de CAUCHY dans L2(Ω) qui est complet. Ainsi, il exite : u , g1, . . . gN ∈

L2(Ω) tels que :
un −→+∞

u dans L2(Ω)

∂ un

∂ xi

−→
+∞

gi dans L2(Ω)

Montrons alors que ∂ un

∂ xi
= gi , soit ϕ ∈D(Ω) :

〈
∂ u

∂ xi

, ϕ〉= 〈u ,
∂ ϕ

∂ xi

〉

par continuité du produit scalaire

=− lim
n→+∞

〈un,
∂ ϕ

∂ xi

〉

= lim
n→+∞

〈
∂ un

∂ xi

, ϕ〉

= 〈 gi , ϕ〉
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DÉFINITION 2.3 : H 1
0

On définit :
H 1

0 (Ω) =D(Ω)H 1(Ω)

H 1
0 est donc par contruction un fermé de H 1(Ω), et donc H 1

0 (
TMome ga) est complet pour la norme

induite de H 1(Ω).

3 Théorèmes

THÉORÈME 3.1 :
Pour tout s ∈R, H s (Rn) est un espace de HILBERT.

THÉORÈME 3.2 : Injection de SOBOLEV

Si s >
n

2
+m alors :

H s (Rn)⊂C m(Rn)

THÉORÈME 3.3 : Densité de D(Rn)

D(Rn) est dense dans H s (Rn).
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