
MÉTHODE VARIATIONNELLE

1 Introduction

Cette méthode permet de montrer le caractère bien posé de nombreux problèmes tels que le problème de
DIRICHLET :

Trouver u tel que :
�

−∆u = f sur (Ω)
u = 0 sur (∂ Ω)

2 Formulation variationnelle

On considère le problème suivant :

(P ) :
�

Trouver u ∈V tel que
∀v ∈V , a(u , v) = ℓ(v)

DÉFINITION 2.1 : Cœrsivité

Une forme sesquilinéaire a(u , v) est dite cœrsive sur V s’il exite une constante strictement positive α
telle que :

∀v ∈V , |a(u , u)|¾ α‖u‖2
V

THÉORÈME 2.1 : de LAX–MILGRAM

Si :

➊ l’espace V est un HILBERT ;

➋ la forme a(u , v) est continue :

∃Ca > 0, |a(u , v)|¶Ca ‖u‖V ‖v‖V

➌ la forme a est cœrsive

➍ la forme ℓ(v) est continue :
∃Cl > 0, |ℓ(v)|¶Cl ‖v‖V

alors le problème est bien posé, c’est-à-dire qu’il admet une solution unique u ∈V .
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