Géométrie différentielle appliquée
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1 Variétés différentiables

1.1 Variétés différentiable

On considere un espace topologique M qu’on suppose :
©® A base dénombrable;

@ séparé.

ﬁ Définition : Homéomorphisme
¢ Un homéomorphisme est une application continue et inversible dont I'inverse est continue.

Définition : Carte

Une carte de dimension n sur M est un couple (U, ¢) formé de
Q unouvert U C M ;
® un homéomorphisme ¢ : U — ¢(U) CR".

Louvert U est le domaine de la carte et ¢ est ce que 'on appelle une fonction coordonnée.
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55 Définition :

Deux cartes 5u, ¢) et (V,)) sur M sont compatibles si
unv=~0

ou si o ¢! est un difféomorphisme entre les ouvert de R™ que sont ¢ (UNV) et ¢(UNV). Le fait que
1) o ¢! soit un difféomorphisme implique que les deux cartes soient de méme dimension.

On rappelle qu’un application f : U C E — F, ou E et F sont des espaces vectoriels normés et U un ouvert
de E, est un difféomorphisme de U dans f(U) si elle est de classe €, inversible et si son inverse est €.
Une condition nécessaire et suffisante est que f soit injective et que sa différentielle soit un isomorphisme

Définition : Atlas

Un atlas de dimension n de M est un ensemble A= {(U,, $,)} de cartes de dimension n tel que
O les ouverts U, recouvrent M ;
@ toutes les cartes de A sont compatibles deux a deux.

Deux altlas sont équivalents si leur union est encore un atlas.

g Définition : Structure différentiable
§ Une structure différentiable de dimension n sur M est une classe d’équivalence d’atlas de dimension n
de M.

Définition : Variété différentiable
Une variété différentiable de dimension n est un espace topologique M séparé et a base dénombrable
muni d’une structure différentiable de dimension n.

1.2 Applications différentiables

Définition : Application différentiable

Soit M et N deux variétés différentiables de dimension n et k et F : M — N une application.
Lapplication F est différentiable (ou de classe 6*) en p € M ¢'il existe une carte (U, ¢ ) de M contenant
p et une carte (V,7)) de N contenant F(p), avec F(U) C V, telles que

F® =aoFop™! : ¢(U)cR*— (V) cRF

soit de classe €.
On dit que F est une application différentiable de M dans N si elle est différentiable en tout point de

M.

On remarque que la notion de différentiabilité ne dépend pas des cartes choisies dans les variétés. Si on choisit
deux systémes de coordonnées locales différents, ¢, et ¢, (resp.yf; et i),) sur M (resp. sur N), on a

YyoFop, ' =0 lo(poFop;Nop op,’

(@ Propriété :
O Toute application différentiable est continue;
® Soit | J,., U; un recouvrement ouvert de M. Alors F est différentiable si et seulement si chaque
restriction F|y, i €1, lest;

® La composition d’applications différentiables est différentiable.

4 Définition : Difféomorphisme
i Une application F : M — N est un difféomorphisme de M sur N si F est une bijection et si F est F~*
sont différentiables. On a alors nécessairement dimM = dimN.



Propriété : et définition
Le rang de F®¥ en ¢(p) ne dépend pas des cartes (U,¢) de M et (V,1)) de N telles que p € U et
F(p) € V. Cette quantité est appelée le rang de F en p et est notée rg, F.

Propriété :
Une application de M dans N est un difféomorphisme si et seulement si elle est bijective et de rang
n=dimM = dimN en tout point de M.

gDéfinition : Immersion — Submersion

O F : M — N est une immersion si F est différentiable et rgF = dimM en tout point de M,
autrement dit, en coordonnées locales, DF?¥(x) est injective pour tout x de M.

Dans ce cas, on a nécessairement dim M < dimN.

® F : M — N est une submersion si F est différentiable et rgF = dimN en tout point de M,
autrement dit, en coordonnées locales, DF®¥(x) est surjective pour tout x de M.

Dans ce cas, on a nécessairement dim M = dimN.

55 Définition : Plongement
On dit que F : M — N est un plongement si F est une immersion injective et un homéomorphisme
de M dans F(m) pour la topologie induite.

1.3 Sous-variétés

1.3.1 Sous-variétés de R"

55 Définition : Sous-variétés
Un sous-ensemble N C R" est une sous-variété de R" de dimension k < n si, pour tout point x de N, il
existe un ouvert U, C R" contenant x et un difféomorphisme ¢ : U, — ¢ (U, ) C R" tel que
k
¢(U,NN) = ¢(U,)NR".
Autrement dit, une sous-variété de R" est un sous ensemble que I'on peut redresser localement en
sous-espace vectoriel R¥,

Il est clair qu'une sous-variété est une variété.

Propriété :
Soit U € R¥ un ouvert et f : U —> R" un plongement. Alors N = f(U) est une sous-variété de R" de
dimension k.

(§) Propriété :
Soit F : R" — R" ¥ une application différentiable et y € F(R") € R" . Si F est une submersion sur
N =F~(y) alors N est une sous-variété de R" de dimension k.

1.3.2 Sous-variétés de variétés



4 Définition : Sous-variétés de variétés
Une partie N d’une variété M de dimension n est une sous-variété de M de dimension k < n si, pour
tout point g de N, il existe une carte (U, ¢) de M contenant q telle que

$(UNN) = ¢(U)NR-

La carte (U, ¢) est dite adaptée a N.

Propriété : Caractérisation
O Soit M et N des variétés de dimensions respectives n et k, F : M — N un plongement. Alors
W = F(N) est une sous-variété de M de dimension k.
® Soit M et N des variétés de dimensions respectives n et k, F : M — N une submersion et
y € F(M). Alors W = F~!(y) est une sous-variété de M de dimension n — k.

Voici une notion moins forte que celle de sous variété.

ngéfinition : Sous-variété immergée
Un sous-ensemble W d’une variété M est une sous-variété immergée de dimension k < n s'il existe une
§ immersion injective f : N — M, ou N est une variété de dimension k et dont 'image f () est égale a
w.

@Théoréme : Plongement de Whitney

I Toute variété de dimension n admet un plongement sur une sous-variété fermée de R2*™!,

2 Espaces tangent et cotangent

2.1 Vecteurs tangents

Définition : courbes tangentes
Deux courbes c; et ¢, sont tangentes au point p si ¢;(0) = ¢,(0) = p et il existe une carte locale (U, ¢)
telle que p € U et

d d
I (poc;)(0)= I (¢ ocy) (0).

On remarque que la définition est indépendante de la carte choisie.
On définit ainsi une relation d’équivalence sur 'ensemble des courbes passant par p : ¢; ~ c, si elle sont
tangente en p.

Définition : Vecteur, espaces tangent
Un vecteur tangent a M en p est uhne classe d’équivalence des courbes tangentes en p.
Lespace tangent a M en p, noté T, M, est 'ensemble des vecteurs tangents a M en p.

2.2 Dérivations

Définition : germes de fonction

Dans I'ensemble des fonctions a valeurs réelles de classe ¥ définies sur un ouvert de M au voisinage
§ de p, les germes de fonctions sont celles qui sont égales sur un voisignage de p. On note C*(p) cet

ensemble.



Définition : Dérivation
Une dérivation en p est une application linéaire D, : C** — R qui vérifie la regle de LEiBNIZ. Autrement
dit, D,, est une dérivation si pour tous réels a, f et toutes fonctions f et g de C*,

® D, (af +Bg)=0aD,-f+pD,-g
@ D, (fg)=g)D, - f+f(p)D,-g
Lensemble 2(p) des dérivations en p forme un espace vectoriel.

@Théoréme : lemme d’Hadamard

Soit (U, ¢) une carte de M centrée en p (i.e. ¢(p) = 0). Pour toute fonction g € C®(p), il existe
A1s--+> Xn € CP(p) telles que

VaeU, g(@)=g®)+ Y. x'(@x(q)
i=1

Utilisons ce lemme pour caractériser les éléments de 2(p). Soit une carte (U, ¢) cebtrée en p. On a

D, g =D, (8D + Y, (1:PIDy - x' +x'(PID, - 11)

i=1
i.e.
n
D,-g= Zx(p)Dp “x!
i=1
@Théoréme :

On a
dim2(p) =n=dimM

Propriété :
d
Soient g € C™(p) et X,, un vecteur tangent en p. Alors la dérivée P (g o¢) (0) est la méme pour toutes

les courbes c(s) passant par p et appartenant a la classe d’équivalence X,,.
On note X, - g la valeur de cette dérivée.

(@) Propriété :

| Lapplication g — X, - g est une dérivation.

6% Théoreme :
Lensemble des vecteurs tangents T,M s’identifie a I'espace vectoriel 2(p) de dimension n des déri-
vations en p.

2.3 Différentielle d’un application



gDéfinition : Image réciproque — pull back
Soient M et N des variétés différentiables de dimension n et k. Soit F : M — N une application

différentiable.
Si g : N — R est une fonction sur N, F permet de lui faire correspondre une fonction sur M, F*g =

g o F, appellée image réciproque de g par F. On définit ainsi 'application

c*(F(p)) — C*(p)

F: g — F*g:goF

[ e}

.M

§oINC™(P) ¢ (F(p)) %

(§)Propriété : et définition
Lapplication dF, : T,M —> Tp(,)N définie par
VgeC¥(p), dF,(X,)-g=X, (F'g)

est linéaire.
On l'appelle la différentielle de F en p.

6% Théoréme : de composition

Soient F : M — N une application différentiable en p € M et G : N — W une application
différentiable en F(p) € N. Alors G o F est différentiable en p et

d (G OF)p = dGF(p) Ode

(@) Propriété :

| SiF : M — N est un difféomorphisme alors, pour tout p € M, dF,, est un isomorphisme.
Attention : la réciproque a ce corollaire n’est vraie que localement.
Définition : difféomorphisme local

i Une application F : M — N est un difféomorphisme local en p s’il existe un voisinage U € M de p et
un voisinage V € N de F(p) tels que I'application F|; : U — V est un difféomorphisme.



@Théoréme : Inversion locale

Soit F : M — N une application différentiable en p € M telle que dF, : T,M — Ty, )N est un
isomorphisme.
Alors F est un difféomorphisme local en p. De plus la réciproque du difféomorphisme F|; a pour

différentielle .
d (Flal)F(p) = (de)

2.4 Coordonnées sur ’espace tangent

Description de T, R" Soit x € R". On considére les dérivées partielles en x :

0 ag
ielal, 5ol e 500

Ces dérivées forment une base de des dérivées directionnelles en x donc une base de T, R" dite base naturelle.
Lidentification canonique T, R" =~ R" est définie alors comme lisomorphisme v, — (v1,...,v").

Coordonnées sur T,M Soit p € M et (U, ¢) une carte contenant p. On définit ici

)

Ces vecteurs tangents forment une base dite naturelle de T,M associée aux coordonnées locales ¢.

P d
. JR— = -t Aol
Vie[1,n], X L—d(tp )cp(p)(axi

@Propriété :
Dans la base naturelle associée aux coordonnées locales ¢, un vecteur tangent X, € T,M s’écrit
& 0
— i Y iy .yl
X, —ZX axi| avec X =X, -x.
i=1 p
5 coi s,
(@) Propriété :

Si X, = ZLIX i %) dans la base naturelle de T,M associée aux coordonnées locales ¢, alors
P

dF,(X,) = Z;<=1 Y! aiyi o) dans la base naturelle de Tr(,)N associée a v, avec
v? X!
= JF¥Y
vk X"

Propriété :

| Le rang de F en p est égal a la dimension de dF,(T,M).

2.5 Caractérisation de I’espace tangent dans R"

(@ Propriété :
Soit N C R" une sous-variété définie comme N = F~!(y), ot F : U € R" —s R" ¥ est une submersion.
En tant que sous espace vectoriel de = R", 'espace tangent a la sous-variété N est

T,.N =ker DF(x)



3 Champ de vecteur

3.1 Fibrés tangent et cotangent

Définition :
Lensemble TM = {(p,X,)/p € M, X, € T,M} est appelé fibré tangent de la variété M.
Le fibré tangent est 'union des espaces tangents

TM=|]JpxT,M ouencore TM=|]T,M
PEM peM

Attention cette ensemble est disjoint !
On appelle projection canonique sur TM

.. M — M
C(p,Xp,) — p

et la fibre au dessus de p la pré-image n!.

6% Théoréme :

I Le fibré tangent a une structure naturelle de variété différentiable de dimension 2n.

Définition : Pronlongement
Soit F : M — N une application différentiable. On définit leprolongement (ou différentielle) de F

comme l'application différentiable

gp. ™M — TN
C(pXy) —  (F(p),dF,(X,))

@ Propriété :

O Le diagramme ci-dessous est commutatif

M —N

@ La restriction de dF aux fibres est linéaire car dF |Tp u =dF,.
® SiF:M— WetG: W — N sont des applications différentiables alors d(Go F) =dG odF.

® Si F : m — N est un difféomorphisme alors le prolongement dF : TM — TN est un difféo-
morphisme également et (dF)~! = d(F™1).

3.2 Champs de vecteurs

Considérons une variété M de dimension n.

Définition : Champ de vecteur différentiable

Un champ de vecteur différentiable (ou champ de vecteur) sur M est une application différentiable
X :M — TM qui, a un point p € M, associe un couple formé de p et d’'un vecteur tangent a M en p :
X(p) = (p,X,). Autrement dit, o X =id.

On notera Z (M) ’ensemble de tous les champs de vecteurs sur M.



SiX € (M), alors X est une dérivation sur 'ensemble des fonctions différentiables de M — R noté C®°(M).
X est donc une application linéaire de Coo(M) dans C*®(M) qui vérifie la régle de LEIBNIZ.

(@) Propriété :

Soient N une sous-variété de M et X un champ de vecteurs sur M tel que,
VpEeN,X(p)€T,N

alors la restriction de X a N est un champ de vecyeur sur N.

55 Définition : Transport
Soient F : M — N un difféomorphisme et X un champ de vecteur sur M. Alors le transport de X par
F, noté F X, est le champ de vecteur sur N défini par

FX=dF(X)oF™' ou F.X(q)=dFphXF ().
3.3 Equations différentielles

Définition :
On appelle équation différentielle sur la variété M une équation de la forme

G§=X(q), qeM,

ol X est un champ de vecteur.

La donnée d’un équation différentielle est ainsi équivalent a celle du champ de vecteurs X. Une solution
C’est-a-dire une courbe intégrale du champ X, est une courbe c(t) € M définie sur un intervalle J C R, telle
que

vies, ¥=x
ted, SO=XE)

@Théoréme : Existence et unicité des solutions

Soit ¢ = X(q), ¢ € M une équation différentielle sur M. Pour tout point p € M, si n > 0 est
suffisamment petit, il existe une unique courbe intégrale c,(t) de X, définie pour t € ] —n, n[,
satisfaisant la condition initiale c,(0) = p.

Propriété :
Soient § = X(q) une équation différentielle sur M et N C M une sous-variété de M tels que, pour tout
q € N, X(q) € T;N. Alors la courbe intégrale de X issue d’'un point p € N est incluse dans N pour t
suffisamment petit.

@Théoréme : Dépendance par rapport aux conditions initiales

La solution d’une équation différentielle ¢ = X(q) sur M dépend de facon différentiable de la condi-
tion initiale : pour tout p € M, il existe un voisinage U, C M de p et un intervalle I = {ltl < ep} tels
que l'application

IxU, — M

(g — Pl =c D)

est différentiable ainsi que p — €,,.



3.4 Flots et groupes de difféomorphismes
On définit en un point p de M, pour chaque t € I T'application
5. U — M
g — ¢l@)=9(t,9)

Il résulte des deux théorémes précedents que pour chaque t I'application ¢, est un difféomorphisme local sur
M, cette famille est appelée flot de X.
Le flot peut étre caractérisé comme la famille de difféomorphismes locaux solutions de

¢,
ot

=X0¢t: ¢0=Id

(@) Propriété :
Le flot forme un groupe local a un paramétre de difféomorphismes de M. Un tel groupe est défini par :
O ¢, est un difféfomorphisme local pour tout t €1 ;
0 t — ¢, est différentiable;
© ¢,=1Id;
O Vt,s,t+se€l,p,0p, =¢, 0, = Pys-

(@) Propriété :

| Tout champ de vecteur sur M engendre un groupe local & un parametre de difféomorphisme sur M.

Définition : Champ de vecteurs complet
Un champ de vecteurs X sur M est complet si, pour tout p € M, la courbe intégrale de X issue de p est
définie pour tout t € R.

4 Familles de champs de vecteurs

4.1 Systemes commandés

Soit M une variété différentiable de dimension n.

4 Définition : Systéme commandé
Un systeme commandé est une famille d’équations différentielles

q=X,q), qeM, ueU,

ou
O l'ensemble de commande U est un sous-ensemble quelconque de R™; m est donc la taille de la
commande u, ou encore le nombre de commandes scalaires u; ;

0 les X, forment une famille de champs de vecteurs sur M paramétrés par u, autrement dit, on a
une application X : M x U — TM telle que, pour tout u € U fixé, X,,(q) = X(q,u) est un champ
de vecteur sur M.

On définit aussi la famille & de champs de vecteurs associés au systeme commandé
F={X,[ueU}.
Le systéme commandé s’écrit alors g € Z.
Définition : loi de commande

On appelle loi de commande une fonction u(t) : J € R — U. Ici on se limite aux lois de commande
constantes par morceaux.

10



gDéfinition : trajectoire
Une trajectoire du systeme commandé est une solution de la famille d’équations différentielles, c’est-
a-dire une courbe c(t) dans M, définie sur un intervalle J C R, pour laquelle il existe une loi de
commande u(t), t € J, constante par morceaux et telle que, pour tout t € J excepté aux points de
discontinuité,

drvet(t) =X, (c(t)).

4 Définition : ensemble atteingnable
Pour un systéme commandé ¢ = X,(q),u € U, sur M l'ensemble atteignable a partir d’'un point p € M,
noté .o/, (ou .«/,(Z)), est l'ensemble des points pouvant étre atteints par une trajectoire issue de p,
C’est-a-dire
Ay ={pto-0p'(p)[t; > u €U, keN}

4.2 Crochets et algébre de Lie

Définition : Le crochet de Lie
§ Le crochet de Lie de deux champs de vecteurs X,Y € Z (M) est le champ de vecteurs

[X,Y]=XY —-YX

En coordonnées locales, un champ de vecteurs étant donné sous la forme X(x) = Z?ZlX i(x)%, les compo-
santes du crochet de LIE sont

NI e N4 ;09X I .
(X, Y] (x)_; X(x)m(x)—ym(x) =X Yi(x)=Y-X(x).

Matriciellement,
X, Y1' (x) X' () Y'(x)
: =JY(x) : —JX(x) :
[X, Y]"(x) X"(x) Y'(x)
@Propriété :
Soient X;, X, des champs de vecteurs sur M de flots respectifs ¢t1, qﬁsz et p un point de M. On considere
la courbe

r(t)=¢2,0¢l, 0¢2opZ(p)
pour t suffisamment petit.
Alors, dans des coordonnées locales ¢ = (x!,...,x™) centrées en p,

()=t (X1, X, ] Y (p)+o(t*)

ot l'on a identifié le champ [X;, X,]* sur R" avec le vecteur de ses coordonnées.

Propriété :

® Deux champs de vecteurs sur M satisfont [X;, X, ] = 0 si et seulement si leurs flots commutent
pour tous t et s suffisamment petits.

® Soient F : M — N un difféomorphisme entre variétés et X, Y des champs de vecteurs sur M.
Alors

F,[X,Y]=[FX, F.Y]

4.2.1 Dérivée de LIE

11



Définition : Dérivée de Lie
Soient g € C*°(M) une fonction et X € &' (M) un champ de vecteur sur M de flot ¢,. La dérivée de LiE
de g par rapport a X, notée Ly g, est la fonction sur M dont la valeur en un point p est

o1
Lxg(p) =1lim —(g(¢.(p)) — 8(p))
Cette dérivée de LiE L, g n’est en fait rien d’autre que l'action de 'opérateur de dérivation X sur g

Lyg=X-g

Définition : Dérivée de Lie — Champs de vecteurs
Soient X, Y dans Z (M) des champs de vecteurs sur M et ¢, le flot de X. La dérivée de LiE de Y par
rapport a X, notée LyY, est le champ de vecteurs sur M dont la valeur en un point p € M est

d
LY (p) = 7 (#-0.Y) ()] g

Propriété :

| PourtousX,Y € (M), LyY = [X, Y].

Définition : Algebre de Lie

Z (M) est un espace vectoriel. Muni en plus de la loie interne (produit) défini par le crochet de Lig, il
devient une algébre sur R.

Le crochet vérifie les deux propriétés suivantes :

O lanti-symétrie : [X, Y] =—[Y, X];
@ lidentité de Jacosr : [X, [V, Z]]+[Z, [X, Y]]+ [Y, [Z, X]]=0O.

En particulier, un sous-espace vectoriel de Z' (M) qui est stable par le crochet de LIE est aussi une
algébre de LiE.

Si & est une famille de champs de vecteurs sur M, on appelle algébre de LiE engendrée par &, notée
Lie(Z), le plus petit sous-espace vectoriel S de Z (M) qui contient Z et qui est stable par crochet.

En un point p € M, on note
Lie,(7) = {X(p) /X €Lie(F)}
4.3 Orbite d’'une famille de champs de vecteurs
On supposera tous les champs complets.
Définition : Groupe de difféomorphisme engendré par

Le groupe de difféomorphisme engendré par &, noté G(ZF) est le groupe engendré par les flots des

éléments de & :
G(?)={q§iko--.o¢fll/tieR, X, €Z, keN}

ol ¢f désigne le flot du champ de vecteur X.
4 Définition : Orbite
Soit p € M. Lorbite de & issue de p est 'ensemble
Orb,(#) ={¢it o -0 ¢;'(p) [t; €R, X; € F, keN}

ou encore
Orb, ()= {¢(p) [ v € G(F)}
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(§)Propriété :
Soit & la famille associée a un syteme commandé. Si & est une famille symétrisuge, c’est-a-dire

XeZgs-XeF

lorbite de & et 'ensemble atteignable par le systéme commandé coincident pour tout point p € M :
Orb,(ZF) = ., (ZF).

@Théoréme : Théoréme de I’orbite

Les orbites d’une famille & de champs de vecteurs sur M sont des sous-variétés immergées connexes
de M.
L'espace tangent a une orbite est

Yq € Orb,(#, T,0rb,(F)=Vect{p.X(q)/X €ZF, ¢ €G(F)}

4.4 Espace tangent a une orbite

(@) Propriété :
SiX et Y sont des champs de vecteurs tangents a une sous-variété N de M, leur crochet de LiE est aussi
tangent a N.

(@) Propriété :

| Pour tout q € Orb,(F), Lie,(#) € T,0rb,(F).

Propriété :
T,0rb,(F) = Lie, (&) pour tout p € M si et seulement si pour tout flot ¢¥ d’un élément X € Z, pour
tout t € R et tout élément Y € Lie(F),

X.Y(p) €Lie,(F)

6% Théoreme :

Soit Z une famille de champs de vecteurs telle que la dimension de Lie,(Z) est une constante k
indépendante du point p € M. Alors toutes les orbites de % sont des sous vriétés immergées de
dimension k et leur espace tahngent en tout point est T,Orb,(F) = Lie, ().
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