
Équations différentielles linéaires
On s’intéresse ici à l’études des équations de la forme

x ′(t) = A(t)x(t) + b(t), t ∈ J (1)

Les données :

Ê J un intervalle de R

Ë une application A : J −→Mn(K) de classe C k, k ∈ N.

Ì b une application de J dans Kn de classe C k

La solution : une application dérivable x : J −→ Kn qui vérifie (1), automatiquement de classe C k+1.

1 Existence et unicité

Théorème : Existence et unicité globales
Soient t0 ∈ J et x0 ∈ Kn. Il existe uhne unique solution x de l’équation :

x ′(t) = A(t)x(t) + b(t) t ∈ J

satisfaisant la condition initiale :
x(t0) = x0

2 La résolvante

On se ramène à l’équation linéaire (au vrai sens du terme) :

x ′(t) = A(t)x(t) (2)

et notons E l’ensemble des solutions de cette équation.

Propriété :
L’ensemble E est un espace vectoriel de dimension n.

Définition
Ð

Ð

Ð

Ð

Ð

Ð

Ð
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On appelle résolvante de l’équation (2) l’application :

RA(t, s) : Kn −→ Kn

qui à x0 ∈ Kn associe x(t) où x(.) est la solution de (2) qui satisfait x(s) = x0.
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Propriété :
Ê La résolvanate est linéaire et bijective, donc RA(t, s) est une matrice inversible deMn(K). Elle

permet d’exprimer toute solution x(.) de (2) en fonction d’une condition initiale :

x(t) = RA(t, t0)x(t0)

Ë Pour tout t0 ∈ J , RA(., t0) est la solution de l’équation différentielle matricielle :






∂ RA(t, t0)
∂ t

= A(t)RA(t, t0)

RA(t0, t0) = I

Ì Pour tous t0, t1, t2 dans J ,
RA(t2, t0) = RA(t2, t1)× RA(t1, t0)

Í Si A(.) est de classe C k, l’application

t 7−→ RA(t, t0)

est de classe C k+1.

Attention : Pour résoudre une équation différentielle linéaire, il suffit donc de savoir calculer la ré-
solvante. Malheureusement, en dehors du cas autonome (où la résolvante est l’exponentielle de tA),

il est très rare de pouvoir donner une expression explicite de la résolvante. On cherche alors à obtenir des
informations qualitatives.

2.1 Déterminant de la résolvante

Propriété :
Soit t0 ∈ R. La fonction ∆(t) = det RA(t, t0) vérifie l’équation différentielle

�

∆′(t) = tr(A(t))∆(t)
∆(t0) = 1

Ce qui implique :

det RA(t, t0) = exp

 

∫ t

t0

tr (A(u)) du

!

Propriété : Liouville
Si pour tout t ∈ R, A(t) est de trace nulle, alors le déterminant de la résolvante est identiquement égal
à 1.

Propriété :
Si, pour tout t ∈ R, A(t) est une matrice réelle antisymétrique alors la résolvante ∗RA(t, s) est une
rotation pour tous t, s ∈ R

2.2 Perturbations

Pour connaitre la sensibilité d’un équations différentielle aux perturbations, il est important de savoir com-
ment varient les solutions en fonction des données, c’est-à-dire quand x0 et A(.) varient.

�

x ′(t) = A(t)x(t)
x(t0) = x0

(3)

On rapelle que x(.) = RA(., t0)x0.
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Théorème :
La résolvante RA(., t0) dépend de façon C∞ de A(.) et la solution de (3) dépend de façon C∞ de x0
et A(.).

Plus précisément, t0 ∈ J et k ∈ N étant donnés, les applications A(.) 7−→ RA(., t0) de C k(J ,Mn(R))
dans lui-même et

Ψ :
C k(J ,Mn(R))×Rn −→ C k(J ,Rn)

(A(.), x0) 7−→ la solution x(.) de (3)

sont des applications C∞

3 Équations affines

On s’intéresse de nouveau à
x ′(t) = A(t)x(t) + b(t) t ∈ J (4)

Théorème :
Soit t0 ∈ J et x0 ∈ Kn. La solution de

x ′(t) = A(t)x(t) + b(t) t ∈ J

valant x0 en t0 est :

x(t) = RA(t, t0)x0 +

∫ t

t0

RA(t, s)b(s) ds

Théorème :
La solution de (4) vérifiant x(t0) = x0 dépend de manière C∞ de x0, A(.) et b(.).

4 Équations linéaires périodiques

On considère ici le cas particulier des équations différentielles linéaires à cœfficients T -périodiques, c’est-à-
dire pour tout t ∈ R, A(t + T ) = A(t).

Théorème :
Soit RA la résolvante du système x ′(t) = A(t)x(t) où A est T -périodique.

Ê Pour tous t1, t2 ∈ R, on a :
RA(t2 + T, t1 + T ) = RA(t2, t1)

Ë Pour tout t ∈ R,
RA(t + T, t) = RA(t, 0)RA(T, 0)RA(t, 0)−1

4.1 Solution T -périodique non triviale
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Théorème :
Soit A(.) T -périodique. L’équation x ′(t) = A(t)x(t) admet une solution T -périodique non triviale si
et seulement si 1 est valeur propre de RA(T, 0). Si c’est le cas, et si v ∈ Kn est un vecteur prorpre
associé à la valeur propre 1, alors :

x(t) = RA(T, 0)v

est une solution T -périodique
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