Equations différentielles
linéaires autonomes

1 Exponentielle de matrices

Définition
On appelle exponentielle de matrice I'application :

M(K) —  M,(K)
k=

k

exp : x X
X — expx=e'=) -
< k!

@ Propriété
©® Pour A€ #,(K), l'application t — e est dérivable et :
A
de’ = Ae* = e"A.
de

® Pour tout A € #,(K), exp(A) est inversible et exp(A) ™' = exp(—A).

© Si A et B commutent, alors :

oAHB _ oAoB
® Si P e GL,(K), alors :
pelpl = PP

® Si A est diagonale d’éléments A; alors e® est diagonale d’éléments e,

6% Théoreme :

Soient t, € R et x, € K". L'unique solution du systéme :

{ x'(t) = Ax(t)

x(to) = xg

est 'application définie par :
Vt R, x : t —> ell7tMy,

2 Calcul d’exponentielle de matrices
2.1 Matrice a coefficients dans C

On considere ici la matrice A dont les valeurs propres sont A,,--,A,.

6% Théoréme : Cayley-Hamilton

Toute matrice annule son polynéme caractéristique :

PA)=A—-AI)P (A=A I)Pr =0



2.2 Sous-espacesn propres—Sous-espaces caractéristiques

55 Définition
A chaque valeur propre de A sont associés deux sous-espaces vectoriels de C".
O Le sous-espace propre :
I, =kerg(A— A1)
C’est l'ensemble des vecteurs propres associés a A;. On définit alors e; = dimIl; comme la multi-
plicité géométrique de la valeur propre A;.

@ Le sous-espace caractéristique :

). =kerg(A— AT )P

6% Théoréme : décomposition des noyaux

Ona:
C'=T,®---0T,

@ Propriété

Ona:
O dimT; =p;
® Chacun des espaces I'; est invariant parA: x €T; > Ax €T
® La restriction Al s’écrit :
Alp, = M + N

ou I, désigne l'identité de I'; et N; est un endomorphisme de I'; nilpotent d’ordre plus petit que
pi-

Rappel :

A est diagonalisable si et seulement si pour toue valeur propre, les ordres de multiplicité algébrique et
géométrique coincident, c’est-a-dire, pour tout i € [1,r], dimII; = p;.

2.2.1 Reduction de JORDAN

Considérons la base 98 formée par la réunion des bases des I'; et notons P la matrice de passage de cette base
a la base canonique. D’apres le théoréeme de décomposition des noyaux, I'application linéaire associée a A a
pour matrice dans la base 3 :

PT'AP=A+N

ol A est la matrice diagonale formée de p,-fois A4,. .., p,.-fois A, et N est la matrice nilpotente qui s’écrit par
blocs :



@Théoréme : de Jordan dans C

Pour toute matrice A € .#,(C), il existe P € GL,(C) telle que P~ AP s'écrit sous une forme de matrice
diagonale par bloc :

Ja
P'AP =
J,
ou chaque J; est une matrice (p; x p;) de la forme :
A1
Jia
J; = avec Jip =
J 1

i,e;

2.2.2 DansR
On a alors : .
S
P =] [ =2 [T (A=202-2))"
i=1 i=s+1
Définition
On définit les sous-espace caractéristiques réels de A :
(1)
Vie Hl,sﬂ, Ei = Fi NR"
(2]

Vie[s+1,q], E = (in + rf) AR"
Dans R la décomposition des noyaux devient :

R'=E & - 0F

@Théoréme : de Jordan dans R

Pour toute matrice A € .#,(R), il existe Q € GL,(R) telle que Q 'AQ s’écrit sous la forme de matrice
diagonale par bloc J’, d’éléments diagonaux Jy, ..., J;, Ji 1,..., J;, ol pour i € [1,s] les J; sont
celles données par le théoréme précedent, et pour i € [s + 1,q], chaque éléments J; est une matrice
52p; x 2p;) de la forme :

/
Ji,l

3 Forme des solutions



@Théoréme : dans C

Soit A € #,(C). Toute solution de x’'(t) = Ax(t) dans C" s’écrit sous la forme :
r m;—1
x(0)=) ™ (Z )
i=1 k=0

ou v, € I'; et m; = max; ¢, dimJj .

@Théoréme : dans R

Soit A € #,(R). Toute solution de x’(t) = Ax(t) dans R" s’écrit sous la forme :

q m;—1
x(t)= Ze“"i (Z tk (cos([o’it)ai,k “F sin([o’it)bi,k))
k=0

i=1

ou (ai,k, bi,k) € Elz, a; = m(kl), ﬂi = 5(2«1) etm; = maXlSkSel dimJi,k.

3.1 Comportement asymptotique

ﬁ Définition
DansR: Dans C :
© Tespace stable : @ Tespace complexe stable :

E=| @ r|nr= P E r=@r

R(2;)<0 R(A;)<0 R(2;)<0

® l’espace instable : ® T'espace complexe instable :

E=| @ 1 |nrR'= P E r=@r

R(A)>0
R(1;,)>0 R(2;)>0 *0>
© lespace indifférent : ©® T'espace complexe indifférent :
rr= P r
E=| @ ri|nr= D E R(2,)=0

9‘(%‘):0 m(ki)ZO



&% Théoreme :

Soit A une matrice (n x n) réelle [resp. complexe]. Notons x(.) les solutions dans R" [resp. C"] de
I'équation différentielle x’(t) = Ax(t). Alors :
— E° [resp. I'*] est 'ensemble des x(0) € R" [resp. C"] pour lesquels

Jim_[lx(0)]| =0;
— E" [resp. I'*] est 'ensemble des x(0) € R" [resp. C"] pour lesquels
Jim_[x(0)l] = 0;

— E° [resp. I'°] est I'ensemble des x(0) € R" [resp. C"] pour lesquels il existe un entier M = 0 est
une constante C > 0 tels que, pour |t| suffisamment grand,

CH Ix )l < llx()ll < Clel™ [1x(0)]]

Propriété

Toutes les solutions de x’(t) = Ax(t) tendent vers 0 quand t — 00 si et seulement si toutes les valaurs
propes de A ont une partie réelle strictement négatives (c’est-a-dire E° = R" ou I'* = C").
On parle alors d’équilibre asymptotiquement stable

3.2 Cas d’'une matrice diagonalisable

(@) Propriété
Soit A € #,(C) une matrice dans C. Toute solution de x’(t) = Ax(t) dans R" s’écrit sous la forme :

q
x(t) = Ze“"f (cos (B;t)a; + sin([o’jt)bj)
=1

ot a; = R(A;), B; = 3(A;) et les vecteur (a;, b;) € R" sont tels que a; +ib; est une vecteur propre de A
associé a A;.

Attention : Les sous-espaces stables, instables et indifférents s’écrivent alors en fonctions des sous-
espaces propres puisque ceux-ci sont égaux aux sous-espaces caractéristiques).

(@) Propriété
Soit A € #,(R) une matrice diagonalisable dans C. Notons x(.) les solution dans R de I’équation
différentielle x'(t) = Ax(t).
Alors :
O E° est 'ensemble des conditions initiales x(0) € R" correspondant a des solutions x(t) qui
tendent exponentiellement vers 0 quand ¢ tend vers +00
® E' est 'ensemble des conditions initiales x(0) € R" correspondant a des solutions x(t) qui
tendent exponentiellement vers 0 quand ¢t tend vers —oo
© E° est I'ensemble des conditions initiales x(0) € R" correspondant a des solutions x(t) pério-
diques, donc bornées sur R.




