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1 Equations elliptiques

1.1 Le probleme

Soit  un ouvert borné de R" de frontiere notée 92 qu'on suppose suffisamment réguliere. Soit f

une fonction donnée sur Q.
On considére '’équation de LAPLACE-POISSON :

—Au=f dans Q.
Classiquement, on considére trois types de conditions aux limites :

O u=gsurdQ, cest la condition de DIRICHLET ;
(2} % = g sur sur 9%, c’est la condition de NEUMANN ;

(3] % + Au = g sur sur 9, c’est la condition de FOURIER ;

ol n désigne le vecteur normal unitaire sortant a 9, % =Vu-n, A € R et g est une fonction
donnée sur 2. On note respectivement ces trois probleme (Pp), (Py) et (Pg).

1.2 Solutions classiques au probléme de LAPLACE

ngéfinition : Solution classique
©® On appelle solution classique du probléme de DiricHLET (Pp,) toute fonction u € €2(Q)N
€¢°(Q) qui vérifie (Pp).
@ On appelle solution classique du probleme de NEUMANN [resp. FOURIER] toute fonction
u € 6%(Q)N€¢HQ) qui vérifie (Py) [resp. (Pr)].

1.2.1 Formules de GREEN dans le cas classique

(@) Propriété : Formules de Green
® Soientue €2(Q)NE () etve € (Q)NE°(Q),ona:

0
JAude:—JVu-Vde+ —uvdF (@D)]
0 Q Pl

® Soientu,v e €%(Q)N€'(Q),ona:

du av
AuvdQ = | uAvdQ+ (—v— —u) dr 2)
0 0 20 on an

1.2.2 Principe de maximum

Propriété : Principe de maximum
Soit u € €%(22) N ¢°(Q) une fonction harmonique dans un ouvert borné connexe 2 (i.e. véri-
fiant Au = 0 dans £2). Si la fonction u n’est pas constante dans 2 alors on a :

Vx €, infu<u(x)<supu
o0 2Q
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%Théoréme : Unicité de la solution classique

Le probléme de DiricHLET admet au plus une solution classique dans €2(£2) N €°(Q).

1.3 Formulation variationnelle

Eclaircissons la notion de frontiere suffissament réguliére.

g Définition : Frontiere lipschitzienne
Soit 2 un ouvert borné de R". Sa frontiere JQ2 est lipschitzienne si
O en tout point x de 99, il existe une application lipschitzienne (définie sur un hypercube
de R"! & valeur dans R), dont le graphe représente localement 9 dans un voisinage
de x;

® en tout point x de 92, 2 est localement d’un seul coté de 9.

On se place souvent dans R", ceci nous permet d’établir des résultats de densité tres utiles.

ngéfinition :
i On appelle ¢ (2) 'espace composé des restrictions a Q des fonctions de ¢ *(R") & support
compact dans R".

(@) Propriété :

| Soit m € N. Dans tout ouvert borné € a frontiére lipschitzienne, € *°(Q) est dense dans H™(2).

1.3.1 Existence de trace

On considére 'ensemble L%(9Q) = {w mesurable sur 92/ fa QW2 dr'}. C’est un espace de HILBERT
muni du produit scalaire usuel.

%Théoréme : Existence de trace
Soit Q un ouvert borné de R", a frontiere « suffisamment réguliére ». Alors 'application trace

€®(Q) — L3> Q)

Yo: _
X == YoX = Xjpq

se pronlonge par continuité en application linéaire continue, notée encore y,, de H!(Q) dans
L?(99) et il existe une constante C indépendante de x telle que

[r0x]| 200 < € lIxllma-

\

Attention : I'application trace y, n’est pas surjective de H'(2) dans L2(3£2). Par contre, elle est
surjective sur H/2(30Q).
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() Propriété :
H'2(8Q) est l'espace de SosoLev d’indice fractionnaire 1/2. On a :
® H(0Q) c H/2(8Q) c L3(0Q)

(2}
H'Y2(30) = {w € L*(8Q) [Iv e H'(Q), w = (v}

© Lespace des traces est un espace de BANACH. Qui plus est, on peut munir H'/2(3(2) de la
norme :

Wllgirziaq) = inf 4175
H2(09) veH(Q), yov=w I

© HY2(9Q) est dense dans L2(9)

gDéfinition : H) (D)
2(£) est dense dans L2(2) mais pas dans H'(£2). On introduit alors :

@ =96 »

C’est un espace de HILBERT comme sous-espace fermé d’'un espace de HILBERT.

%Théoréme : Caractérisation de Hol(Q)
Si Q est un ouvert borné de R" i frontiére « suffisamment », alors :

Hy(Q) = {v e H'(Q) [ vov =0}

\

On peut alors généraliser la formule de GREEN.

(@) Propriété : Formule de Green

Soient u et v de H'(Q2), on a:

du av
vdQ=—-|u dQ+ | uvn;dl’
ani Q 3xi 20
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Théoreme : Trace de la dérivée
L'application trace de la dérivée normale :
€*(Q) — L209Q)
— (2x
x = 7%= (5) e

se prolonge par continuité en une application linéaire continue, notée encore y, de H2(2)
dans L2(29Q) et on a I'inégalité :

17 200 < € IVl

\,

(@)Propriété : Formule de Green
Soient u € H*(2) et ve H'[Q), on a :

0
fAude:—JVu-Vde+ —uvdr‘
Q Q AL

4 Définition :
On définit 'ensemble & :
¢ ={veH'(Q)]Avel* ()}

muni du produit scalaire :
(viwg = (VIwgi(g) + (VWi

(@) Propriété : Formule de Green
On peut généraliser la formule de GREEN :

%,
Ywed,veHY(Q) wade+fVW-Vde: <—W
Q 0 on

> Y0V>
a0 HY2(5Q)

Rappel : Une forme ¢ linéaire est continue si

iC, >0, VveH, [W)|<C vy,
une forme a bilinéiare est continue si
3C, >0, Vv,ueH, |a(u,v)| < Cylvy llully,

elle est coersive si
da>0,VveH, a(v,v)=al|v|y

o0 00 @



2 INTRODUCTION A LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

p
%Théoréme : Lax-Milgram

Soit H un espace de ilbert, a(-,-) une forme bilinéaire continue et coersive sur H, £(-) une
forme linéaire continue sur H. ALors il existe une unique solution u € H au probléme

Vv eH, a(u,v) =£(v).

En outre la solution dépend continiment de la forme linéaire ¢ :

lully < ClIElq -

(@) Propriété : Inégalité de Poincaré
Soit 2 un ouvert borné de R", il existe une constante C,, dépendante seulement de Q telle
que :

Vv e H}(Q), fvz de<c, f |Vv|? dQ
Q Q

2 Introduction a la méthode des éléments finis

2.1 Formulation

Les probléme elliptiques sont tous de la forme :

Trouver u € V tel que

VveV, a(u,v)=L(v) 3

avec V un Hilbert, a est une forme bilinéaire continue et coersive et £ une forme linéaire continue.

2.2 Approximationde GALERKIN

Considérons V}, un sous-espace de V de dimension finie n = n(h) ou h est un parameétre positif
destiné a tendre vers 0, avec limy,_,q n(h) = oo.
On introduit le probléme variationnel approché suivant :

Trouver uy € V;, tel que
Vv € Vi, a(up, vy) = £(vy)

(4

On remarque qu’on peut toujours appliquer le théoreme de Lax-MiLGRAM car V}, est encore un Hit-
BERT comme sous-espace fermé d’un HILBERT.

(§)Propriété : Existence et unicité

| Ce ce qui précede, on en déduit que le probléme variationnel approché admet une unique
solution.

o0 0 0 o0 @
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(§)Propriété : Systeme linéaire
Soit (¢1,...,p,) une base de 'espace vectoriel V;. Alors le probléeme approché (4) est équi-
valent au systéme linéaire posé dans R" :

AL =L

ou, V(i,j) € [1,n]?, A;j = aly;, ¢;) et Ly =1(y;). Etona:

n
uy = ijapj.
j=1

& Attention : Il est important de remarquer que :

a coersive & A définie-positive
2.3 Convergence

&% Lemme : de Cea
§ Il existe une constante C >, indépendante de V}, telle que :

u—u H < C inf Hu—v H
“ hlv =", ey, hily

%Théoréme : Convergence de I'approximation
On suppose qu’il existe un sous-espace W dense dans V et, pour chaque h, une application

r, de W dans V;, tels que :
VveWw lim Hv — rthV =0.
h—0

Alors, on a :

limHu—u H =0
h—0 hllv

2.4 La méthode des éléments finis

Définition : Eléments finis de Lagrange P’
On considere un maillage de 'ouvert Q, par exemple une partition de L triangles (en dimension

2).
Nous supposons que cette partition vérifie les propriétés suivantes :

O Tout triangle T, est d’intérieur non vide ;

@ T,NTy=0sil#AL;

e | T, = Q;

O toute aréte d’un triangle est soit une aréte d’'un autre triangle, soit une aréte portée par
la frontiere 9.

On peut construire ainsi Vj, :

V= {vh € %0(5)/V€ e[1,L], vh|T[ est afﬁne}

e 0o 00 0 o0 @
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(@) Propriété :
L'espace Vj, est un espace vectoriel de dimension N dont une base est donnée par les fonctions

continues et affines par morceaux (w;); qui satisfont aux relations :

V(i,j) € [LN]?, w;(M)=35;

Définition : Eléments finis de Lagrange d’ordre k
On appelle élément fini de LAGRANGE d’ordre k un triplet (K, 2, P) ou K est un fermé borné non

vide de R", ¥ un ensembme de ny point (M IK ); appartenant a K et P un espace vectoriel de
polynémes contenant PX(K) (espace de polyndme de degré au plus k sur K) tels que :

V(as,...,a, ) €ER™, Jp € P tel que Vi € [1,ng], p(Ml.K) =aq;




