Calcul différentiel

1 Applications différentiables

On considére ici que E et F sont deux espaces-vectoriels de dimension finie, que U C E est ouvert de E, que
aeUetque f :U CE — F est une application.

Définition
f est dite différentiable en a s’il existe une application linéaire L, : E — F telle que, pour tout v
vérifiant a +v € U, on ait :

fla+v)=f(a)+L,)+o(lIvl)

L,, lorsqu’elle existe est unique. On I'appelle différentielle de f en a — ou I'application linéaire tangente a f
en a — et on la note L, = Df (a). On note Df (a) - v 'image de v € U par cette aplication.

1.1 Dérivées partielles

@ Propriété

Si f est différentiable en a et si v est un vecteur de U, alors :
a+tv)—f(a

@)y = lin /G V=@

ol t est une variable réelle.
Si E = R" muni de la base canonique {e,...,e,}, la différentiabilité de f implique l'existence des
dérivées partielles :

flag,...,a;+t,...,a,)— f(a)
; IS

F

Vie[1,n], o, f(a)= %(a} =Df(a) e = 11_%

& Attention : I'existence des dérivées partielles de f en a n’implique pas focément la différentiabilité.

Dans le cas particulier ot E =R" et F = RP et si f est différentiable alors I'application linéaire D f (a) est
définie par la matrice jacobienne :

9f ... 9f
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(@) Propriété
Voici quelques propriétés élémentaires :
O Linéarité : Soit f et g des applications de U C E dans F et A un réel. Si f et g sont différentiables
en a alors f + g et Af sont différentiables en a eton a :

D(Af +g)(a)=ADf(a) +Dg(a)

® Composition : Soit f : UCE —Fetg:VCF —GetaecUtelque f(a) e V. Sif est
différentiable en a et g en f(a), alors g o f est différentiable en a et :

D(g o f)(a)=Dg(f(a))oDf(a)

g Définition
On dira que f est de classe 6" en a si elle est différentiable sur un vosinage V de a et si I'application
Df :V — %(E,F) est continue en a.



2 Théoreme de Accroissements finis

6% Théoreme :

Soit f : U ¢ E — F différentiable sur 'ouvert U et a,b deux points de U tels que le segment
[a,b] ={ta+ (1 —1t)b,t €[0,1]} est inclu dans U. Alors :

£ )~ f@]; < ( mp ||Df(X)H) 15— allg

Du théoréme des accroissements finis, découlent plusieurs propriétés.

Propriété

| Sif:UCE — F est de classe %6, alors f est lipschitzienne sur toute boule fermée contenue dans
U.

Propriété

Soit f : U CR" — F et a € U. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
O f estmanusClenacU

@ les dérivées partielles de f existent et sont continues en a.

3 Dérivées d’ordre supérieurs
Si f : E — F est différentiables sur U alors on peut définir 'application :

UCE — %(E,F)
Df: "y D)

Définition
f est deux fois différentiable en a € E si :
O f est différentiable sur un voisinage U de a
@ Df est différentiable en a
On note D?f(a) = D(Df )(a) la différentielle seconde de f en a.

6% Théoréme : (Théoréme de Schwarz)

Si f est deux fois différentiable en a € U, alors D?f(a) est une application bilinéaire symétrique,
c’est-a-dire que, pour tout (hy,h,) € E2,

D*f(a)- (hy,hy) = D*f (a) - (hy, hy)

Ceci se généralise a 'ordre k. De plus si la différentielle k-iéme de f est continue, on dit que f est
de classe €*.




6% Théoréme : (Formules de Taylor)
© Supposons que f : U C E — F soit une application n fois différentiable en a € U. Alors :
fla+h)=f(a)+Df(a)-h+---+D"f(a)- (W) +o (|[h]")

ou (h)" =(h,---,h).
® Supposons que U C E soit un ouvert connexe, quef : U — F soit une application n + 1 fois
différentiable sur U et qu'il existe M = 0 tel que :

sup HD”“f(x)” <M
xeU

Alors, pour tout (a,b) € U? :

lIb — al|"**
<M

1
Hf(b)—f(a)—Df(a)-(b—a)—-"—ED fl@-(b=ay| <M==

® Supposons que U C E soit un ouvert convexe et que f : U — F soit de classe ¢**!. Alors

1
f(b)—f(a)—Df(a)'(b—a)—"'—ED"f(a)'(b—a)"=

1 @
f %D"Hf(a +t(b—a))-(b—a)*dt
,

4 Inversion locale et fonctions implicites

4.1 Inversion locale

@Théoréme : Inversion locale

Soit f : E — F une application de classe ¢* (k > 1) sur un voisinage de a € E. Si Df (a) € ¥(E, F)
est inversible, alors il existe un ouvert V C E contenant a et un ouvert W C F contenant f (a), tels
que f soit une bijection de V dans W = f(V) dont I'inverse f ™! : W — V est de classe 6*.

Attention : voici quelques remarques au sujet de I'inversion :
© ! nest pas la réciproque de f mais la réciproque de la restriction de f a V
® pour que Df (a) soit inversible, il est nécessaire que dim E = dim F

® quand E = F = R", I'hypothese a vérifier pour I'inversion est que detDf (a) # 0

4.2 Difféomorphismes

55 Définition
Nous dirons qu'un homéomorphisme f : U — V entre deux ouverts U C E et V C F est un €*-
difféomrophisme si f : U — V et f "1 : V — U sont de classe €*.

Le théoreme d’inversion locale peut alors se reformuler de la facon suivante : si f : E — F est une application
¢ sur un voisinage de a € E telle que Df (a) soit inversible, alors f est un €*-difféomorphisme local d’un
voisinage de a sur un voisinage de f (a).

4.3 Fonctions implicites

On cherche ici a résoudre en y une équation de la forme f(x,y) =0.



On considere donc f : U C E X F — G (trois espaces de dimension finie).
On note : D, f(a,b) [resp. D, f(a,b)] la différentielle au point a [resp. b] de l'application partielle x —
f(x,b) [resp y — f(a,y)]. Clest la dérivée partielle de f par rapport a x [resp. y].

6% Théoréme : fonctions implicites

Soit f de classe €¢* telle que f(a,b) =0 et D, f(a,b) € £(F,G) inversible.
Alors, il existe V C E (voisinega ouvert de a), W C F (voisinage ouvert de b), avec V x W C U, et
une application ¢ : V — W de classe €%, unique, telle que

(xeV,yeWetf(x,y)=0)=(xeVety=qp(x))

5 Dimension infinie

ﬁ Définition
Un espace de BANACH est un espace vectoriel normé E,||.||) complet pour la distance d(v,w) =
|lu — w||g, cC’est-a-dire que toute suite de CAUCHY u,, de E vérifiant par définition :

Ve>0,idN €N, Vn,m>=N,

u, —um”E <e

Exemple :
© Tout espace de dimension finie est un espace de BANACH.

® Si E et F sont deux BaNAcH, 'ensemble %, (E, F) des applications linéaires continues de E dans F est
un espace de BANACH si on le muni de la nomre d’opérateurs.

Dans un espace de dimension infinie, on a besoin d'une nouvelle définition de la différentiabilité (du a I'in-
troduction de la notion de continuité).

Définition
Soit E et F des espaces de BanacH et U C E un ouvert. f : U — F est différentiable en a s'il existe
une application linéaire continue L, : E — F telle que, pour tout v vérifiant a + v € U, on ait :

fla+v)=fla)+L,(v)+o(lIvll)

Avec cette définition, la plupart des énoncés précedents restent valables.



