
Calcul différentiel
1 Applications différentiables

On considère ici que E et F sont deux espaces-vectoriels de dimension finie, que U ⊂ E est ouvert de E, que
a ∈ U et que f : U ⊂ E −→ F est une application.

Définition
Ð

Ð

Ð

Ð

Ð

f est dite différentiable en a s’il existe une application linéaire La : E −→ F telle que, pour tout v
vérifiant a+ v ∈ U , on ait :

f (a+ v) = f (a) + La(v) + o
�

‖v‖
�

La, lorsqu’elle existe est unique. On l’appelle différentielle de f en a — ou l’application linéaire tangente à f
en a — et on la note La = D f (a). On note D f (a) · v l’image de v ∈ U par cette aplication.

1.1 Dérivées partielles

Propriété
Si f est différentiable en a et si v est un vecteur de U , alors :

D f (a) · v = lim
t→0

f (a+ t v)− f (a)
t

où t est une variable réelle.
Si E = Rn muni de la base canonique

�

e1, . . . , en
	

, la différentiabilité de f implique l’existence des
dérivées partielles :

∀i ∈ J1, nK, ∂x i
f (a) =

∂ f

∂ x i
(a) = D f (a) · ei = lim

t→0

f (a1, . . . , ai + t, . . . , an)− f (a)
t

∈ F

Attention : l’existence des dérivées partielles de f en a n’implique pas focément la différentiabilité.

Dans le cas particulier où E = Rn et F = Rp et si f est différentiable alors l’application linéaire D f (a) est
définie par la matrice jacobienne :











∂ f1
∂ x1
(a) · · · ∂ f1

∂ xn
(a)

...
...

∂ fp

∂ x1
(a) · · · ∂ fp

∂ xn
(a)











Propriété
Voici quelques propriétés élémentaires :

Ê Linéarité : Soit f et g des applications de U ⊂ E dans F et λ un réel. Si f et g sont différentiables
en a alors f + g et λ f sont différentiables en a et on a :

D(λ f + g)(a) = λD f (a) + Dg(a)

Ë Composition : Soit f : U ⊂ E −→ F et g : V ⊂ F −→ G et a ∈ U tel que f (a) ∈ V . Si f est
différentiable en a et g en f (a), alors g ◦ f est différentiable en a et :

D(g ◦ f )(a) = Dg( f (a)) ◦ D f (a)

Définition
Ð

Ð

Ð

On dira que f est de classe C 1 en a si elle est différentiable sur un vosinage V de a et si l’application
D f : V −→L (E, F) est continue en a.
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2 Théorème de Accroissements finis

Théorème :
Soit f : U ⊂ E −→ F différentiable sur l’ouvert U et a, b deux points de U tels que le segment
[a, b] = {ta+ (1− t)b, t ∈ [0,1]} est inclu dans U . Alors :





 f (b)− f (a)






F ¶
�

sup
x∈[a, b]





D f (x)






�

‖b− a‖E

Du théorème des accroissements finis, découlent plusieurs propriétés.

Propriété
Si f : U ⊂ E −→ F est de classe C 1, alors f est lipschitzienne sur toute boule fermée contenue dans
U .

Propriété
Soit f : U ⊂ Rn −→ F et a ∈ U . Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

Ê f est manusC1 en a ∈ U

Ë les dérivées partielles de f existent et sont continues en a.

3 Dérivées d’ordre supérieurs

Si f : E −→ F est différentiables sur U alors on peut définir l’application :

D f :
U ⊂ E −→ L (E, F)

x 7−→ D f (x)

Définition
Ð

Ð

Ð

Ð

Ð

Ð

Ð

Ð

f est deux fois différentiable en a ∈ E si :

Ê f est différentiable sur un voisinage U de a

Ë D f est différentiable en a

On note D2 f (a) = D(D f )(a) la différentielle seconde de f en a.

Théorème : (Théorème de Schwarz)
Si f est deux fois différentiable en a ∈ U , alors D2 f (a) est une application bilinéaire symétrique,
c’est-à-dire que, pour tout (h1, h2) ∈ E2,

D2 f (a) · (h1, h2) = D2 f (a) · (h2, h1)

Ceci se généralise à l’ordre k. De plus si la différentielle k-ième de f est continue, on dit que f est
de classe C k.
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Théorème : (Formules de Taylor)
Ê Supposons que f : U ⊂ E −→ F soit une application n fois différentiable en a ∈ U . Alors :

f (a+ h) = f (a) + D f (a) · h+ · · ·+ Dn f (a) · (h)n + o
�

‖h‖n
�

où (h)n = (h, · · · , h).

Ë Supposons que U ⊂ E soit un ouvert connexe, que f : U −→ F soit une application n+ 1 fois
différentiable sur U et qu’il existe M ¾ 0 tel que :

sup
x∈U





Dn+1 f (x)




 ¶ M

Alors, pour tout (a, b) ∈ U2 :













f (b)− f (a)− D f (a) · (b− a)− · · · −
1

n!
Dn f (a) · (b− a)n













¶ M
‖b− a‖n+1

(n+ 1)!

Ì Supposons que U ⊂ E soit un ouvert convexe et que f : U −→ F soit de classe C k+1. Alors

f (b)− f (a)− D f (a) · (b− a)− · · · −
1

n!
Dn f (a) · (b− a)n =
∫ 1

0

(1− t)n

n!
Dn+1 f (a+ t(b− a)) · (b− a)n+1 dt

4 Inversion locale et fonctions implicites

4.1 Inversion locale

Théorème : Inversion locale
Soit f : E −→ F une application de classe C k (k ¾ 1) sur un voisinage de a ∈ E. Si D f (a) ∈ L (E, F)
est inversible, alors il existe un ouvert V ⊂ E contenant a et un ouvert W ⊂ F contenant f (a), tels
que f soit une bijection de V dans W = f (V ) dont l’inverse f −1 : W −→ V est de classe C k.

Attention : voici quelques remarques au sujet de l’inversion :

Ê f −1 n’est pas la réciproque de f mais la réciproque de la restriction de f à V

Ë pour que D f (a) soit inversible, il est nécessaire que dim E = dim F

Ì quand E = F = Rn, l’hypothèse à vérifier pour l’inversion est que det D f (a) 6= 0

4.2 Difféomorphismes

Définition
Ð

Ð

Ð

Nous dirons qu’un homéomorphisme f : U −→ V entre deux ouverts U ⊂ E et V ⊂ F est un C k-
difféomrophisme si f : U −→ V et f −1 : V −→ U sont de classe C k.

Le théorème d’inversion locale peut alors se reformuler de la façon suivante : si f : E −→ F est une application
C k sur un voisinage de a ∈ E telle que D f (a) soit inversible, alors f est un C k-difféomorphisme local d’un
voisinage de a sur un voisinage de f (a).

4.3 Fonctions implicites

On cherche ici à résoudre en y une équation de la forme f (x , y) = 0.
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On considère donc f : U ⊂ E × F −→ G (trois espaces de dimension finie).
On note : Dx f (a, b) [resp. Dy f (a, b)] la différentielle au point a [resp. b] de l’application partielle x 7−→
f (x , b) [resp y 7−→ f (a, y)]. C’est la dérivée partielle de f par rapport à x [resp. y].

Théorème : fonctions implicites
Soit f de classe C k telle que f (a, b) = 0 et Dy f (a, b) ∈ L (F, G) inversible.
Alors, il existe V ⊂ E (voisinega ouvert de a), W ⊂ F (voisinage ouvert de b), avec V ×W ⊂ U , et
une application ϕ : V −→W de classe C k, unique, telle que

(x ∈ V, y ∈W et f (x , y) = 0)⇔ (x ∈ V et y = ϕ(x))

5 Dimension infinie

Définition
Ð

Ð

Ð

Ð

Ð

Ð

Ð

Un espace de BANACH est un espace vectoriel normé E,‖.‖) complet pour la distance d(v, w) =
‖u−w‖E , c’est-à-dire que toute suite de CAUCHY un de E vérifiant par définition :

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n, m¾ N ,




un − um







E < ε

Exemple :
Ê Tout espace de dimension finie est un espace de BANACH.

Ë Si E et F sont deux BANACH, l’ensemble Lc(E, F) des applications linéaires continues de E dans F est
un espace de BANACH si on le muni de la nomre d’opérateurs.

Dans un espace de dimension infinie, on a besoin d’une nouvelle définition de la différentiabilité (du à l’in-
troduction de la notion de continuité).

Définition
Ð

Ð

Ð

Ð

Ð

Ð

Soit E et F des espaces de BANACH et U ⊂ E un ouvert. f : U −→ F est différentiable en a s’il existe
une application linéaire continue La : E −→ F telle que, pour tout v vérifiant a+ v ∈ U , on ait :

f (a+ v) = f (a) + La(v) + o
�

‖v‖
�

Avec cette définition, la plupart des énoncés précedents restent valables.
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